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概要 

2 

群ラベル付きグラフにおいて， 

• 2点 𝑠, 𝑡 を結ぶパスの取りうるラベルが 
ちょうど2種類であるための必要十分条件を与え， 

• それに基づき，2ラベル禁止 𝑠–𝑡 パスを求める 
多項式時間アルゴリズムを提案した． 

𝑠 
𝑡 

∉ 𝛼, 𝛽  𝑠 𝑡 
𝛼 

𝛼 
𝛽 



長さの偶奇性 

𝑠 𝑡 

• Odd   →  ??? 
• Even  →  ??? 
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𝑠 𝑡 

• Odd   →  YES 
• Even  →  ??? 
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長さの偶奇性 



• Odd   →  YES 
• Even  →  NO 

  

𝑠 𝑡 

2部グラフ 
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長さの偶奇性 



𝑠 𝑡 

• Odd   →  YES 
• Even  →  NO 

𝑠–𝑡 パスの長さの偶奇 = Odd   

2部グラフ 
 

判定は容易 
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長さの偶奇性 



取りうるラベル 

𝑠 𝑡 

• 0  →  ??? 
• 1  →  ??? 
• 2  →  ??? 

0 

0 

1 

−1 1 
−1 

0 

0 2 

−2 

1 

−1 

mod 3  

0 

0 
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𝑠 𝑡 

• 0  →  YES 
• 1  →  ??? 
• 2  →  ??? 

0 

0 

𝟏 

−1 1 
−1 

𝟎 

0 𝟐 

−2 

1 

−1 

mod 3  

0 

0 

1 + 0 + 2 = 3 ≡ 0 
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取りうるラベル 



𝑠 𝑡 

• 0  →  YES 
• 1  →  YES 
• 2  →  ??? 

𝟎 

0 

𝟎 

0 

1 

−1 1 
−1 

0 

0 2 

−2 

𝟏 

−1 

mod 3  

0 + 0 + 1 = 1 
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取りうるラベル 



𝑠 𝑡 

• 0  →  YES 
• 1  →  YES 
• 2  →  NO 

0 

0 

1 

−1 1 
−1 

0 

0 2 

−2 

1 

−1 

mod 3  

0 

0 

𝑠–𝑡 パスの取りうるラベル = 0, 1   
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取りうるラベル 



扱う問題 

𝑠 𝑡 

Given 

Find 

Γ ∋ 𝛾 
−𝛾 

𝑠–𝑡 パスの取りうるラベル 
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群ラベル付きグラフ 

(Γ: 群) 



𝑠 𝑡 

Given 

Find 
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Γ ∋ 𝛾 

𝑠–𝑡 パスの取りうるラベル 

群ラベル付きグラフ 

扱う問題 

(Γ: 群) 



𝑠 𝑡 

Given 

Find 𝑠–𝑡 パスの取りうるラベル  →  難しい 

• 𝑙 = 𝛼 : 多項式時間 

• 𝑙 ⊇ 𝛼 : NP困難 (ハミルトンパス問題など) 

• 𝑙 = 𝛼, 𝛽 : ??? 
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Γ ∋ 𝛾 

群ラベル付きグラフ 

扱う問題 

(Γ: 群) 



𝑠 𝑡 

Given 

Find 

 

𝑠–𝑡 パスの取りうるラベル  →  難しい 

• 𝑙 = 𝛼 : 多項式時間 

• 𝑙 ⊇ 𝛼 : NP困難 (ハミルトンパス問題など) 

• 𝑙 = 𝛼, 𝛽 : 多項式時間！ 
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Γ ∋ 𝛾 

群ラベル付きグラフ 

扱う問題 

(Γ: 群) 



例1 

𝑠 0 

𝟎 

𝟏 

𝐙ラベル付きグラフ 
𝐙 = 0, ±1, ±2, …  

𝑙 = 0, 1  

𝑡 
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𝑠 0 

𝟎 

𝟏 

𝑙 = 0, 1  

𝑡 
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例1 

𝐙ラベル付きグラフ 
𝐙 = 0, ±1, ±2, …  



𝑠 𝑡 

𝟏 

𝟏 

𝟎 

𝟎 

0 

0 

0 0 

0 

0 

𝑙 = 0, 1  
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例2 

𝐙ラベル付きグラフ 
𝐙 = 0, ±1, ±2, …  



𝑠 𝑡 

𝟏 

𝟏 

𝟎 

𝟎 

0 

0 

0 0 

0 

0 

𝑙 = 0, 1  
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例2 

𝐙ラベル付きグラフ 
𝐙 = 0, ±1, ±2, …  



𝑠 𝑡 

𝑙 = 0, 1  

𝟏 

平面埋め込み 

0 
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例3 

𝐙ラベル付きグラフ 
𝐙 = 0, ±1, ±2, …  



𝑠 𝑡 

𝑙 = 0, 1  

0 

20 

𝟏 

例3 

𝐙ラベル付きグラフ 
𝐙 = 0, ±1, ±2, …  

平面埋め込み 



𝑠 𝑡 

𝑙 = 0, 1  

0 

−1 

−1 + 1 = 0 
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𝟏 

例3 

𝐙ラベル付きグラフ 
𝐙 = 0, ±1, ±2, …  

平面埋め込み 



𝑠 𝑡 

𝑙 = 0, 1  

0 

−1 

−1 + 1 = 0 
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𝟏 

例3 

𝐙ラベル付きグラフ 
𝐙 = 0, ±1, ±2, …  

平面埋め込み 



主結果 (特徴付け) 

𝑙 = 𝛼, 𝛽  

 

3つのケースのいずれかに帰着可能 

定理 

本質的 

[K.–K.–Y.  2015] 

23 



概要 

24 

群ラベル付きグラフにおいて， 

• 2点 𝑠, 𝑡 を結ぶパスの取りうるラベルが 
ちょうど2種類であるための必要十分条件を与え， 

𝑙 = 𝛼, 𝛽  

 

定理 

[K.–K.–Y.  2015] 

3つのケースのいずれかに帰着可能 



概要 
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群ラベル付きグラフにおいて， 

• 2点 𝑠, 𝑡 を結ぶパスの取りうるラベルが 
ちょうど2種類であるための必要十分条件を与え， 

• それに基づき，2ラベル禁止 𝑠–𝑡 パスを求める 
多項式時間アルゴリズムを提案した． 

2種類のラベル 
(特徴付け) 

𝑙 = 𝛼, 𝛽  
[K.–K.–Y.  2015] 

2ラベル禁止 𝑠–𝑡 パスの発見 

𝑠 

𝑡 𝛼, 𝛽 ∌ 
多項式時間 



主結果 (アルゴリズム) 

26 

2種類のラベル 
(特徴付け) 

𝑙 = 𝛼, 𝛽  
[K.–K.–Y.  2015] 

2ラベル禁止 𝑠–𝑡 パスの発見 

𝑠 

𝑡 𝛼, 𝛽 ∌ 
多項式時間 

• 𝑙 ⊆ 𝛼, 𝛽  かどうかを判定  (特徴付けに基づく) 

cf.  𝑙 = 𝛼  は簡単 



主結果 (アルゴリズム) 
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2種類のラベル 
(特徴付け) 

𝑙 = 𝛼, 𝛽  
[K.–K.–Y.  2015] 

2ラベル禁止 𝑠–𝑡 パスの発見 

𝑠 

𝑡 𝛼, 𝛽 ∌ 
多項式時間 

• 𝑙 ⊆ 𝛼, 𝛽  かどうかを判定  (特徴付けに基づく) 

• 𝑙 ⊆ 𝛼, 𝛽   →  目的のパスは存在しない 



主結果 (アルゴリズム) 
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2種類のラベル 
(特徴付け) 

𝑙 = 𝛼, 𝛽  
[K.–K.–Y.  2015] 

2ラベル禁止 𝑠–𝑡 パスの発見 

𝑠 

𝑡 𝛼, 𝛽 ∌ 
多項式時間 

• 𝑙 ⊆ 𝛼, 𝛽  かどうかを判定  (特徴付けに基づく) 

• 𝑙 ⊆ 𝛼, 𝛽   →  目的のパスは存在しない 

• 𝑙 ⊈ 𝛼, 𝛽   →  ∃𝛾 ∈ 𝑙 ∖ 𝛼, 𝛽  



主結果 (アルゴリズム) 
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2種類のラベル 
(特徴付け) 

𝑙 = 𝛼, 𝛽  
[K.–K.–Y.  2015] 

2ラベル禁止 𝑠–𝑡 パスの発見 

𝑠 

𝑡 𝛼, 𝛽 ∌ 
多項式時間 

• 𝑙 ⊆ 𝛼, 𝛽  かどうかを判定  (特徴付けに基づく) 

• 𝑙 ⊆ 𝛼, 𝛽   →  目的のパスは存在しない 

• 𝑙 ⊈ 𝛼, 𝛽   →  ∃𝛾 ∈ 𝑙 ∖ 𝛼, 𝛽  

–  𝑙 ≤ 2  →  取りうるすべてのラベル 

–  𝑙 ≥ 3  →  3種類の異なるラベル 



動機・アイデア 
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なんで？ 

2種類のラベル 
(特徴付け) 

𝑙 = 𝛼, 𝛽  
[K.–K.–Y.  2015] 

2ラベル禁止 𝑠–𝑡 パスの発見 

𝑠 

𝑡 𝛼, 𝛽 ∌ 
多項式時間 



動機・アイデア 

2種類のラベル 
(特徴付け) 

𝑙 = 𝛼, 𝛽  
多項式時間 

2ラベル禁止 𝑠–𝑡 パスの発見 

𝑠 

𝑡 𝛼, 𝛽 ∌ 
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2点素パスの発見 
2点素パスの有無 

(特徴付け) 

多項式時間 [Seymour  1980, 
Shiloach  1980, 
Thomassen  1980] 

𝑠1 𝑡1 

𝑠2 𝑡2 

一般化 一般化 

[K.–K.–Y.  2015] 



2点素パスの一般化 

𝑠1 
𝑡1 

𝑡2 𝑠2 

32 

無向グラフ 
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2点素パス 

𝑠1 
𝑡1 

𝑡2 𝑠2 

無向グラフ 

2点素パスの一般化 



𝑠 = 𝑠1 
𝑡1 

𝑡 = 𝑡2 𝑠2 

0 

0 0 

0 

0 

0 

34 

𝑠1 
𝑡1 

𝑡2 𝑠2 

𝐙3ラベル付きグラフ 
𝐙3 = −1, 0, 1  

0 

無向グラフ 

2点素パスの一般化 



𝑠 = 𝑠1 
𝑡1 

𝑡 = 𝑡2 𝑠2 

0 

0 0 

0 

0 

0 

0 

35 

𝑠1 
𝑡1 

𝑡2 𝑠2 

−1 1 

𝐙3ラベル付きグラフ 
𝐙3 = −1, 0, 1  無向グラフ 

2点素パスの一般化 



𝑠 = 𝑠1 
𝑡1 

𝑡 = 𝑡2 𝑠2 

0 

0 0 

0 

0 

0 
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𝑠1 
𝑡1 

𝑡2 𝑠2 

−1 

⟺ ラベル −1 

0 

𝐙3ラベル付きグラフ 
𝐙3 = −1, 0, 1  無向グラフ 

2点素パスの一般化 

2点素パス 



𝑠 = 𝑠1 
𝑡1 

𝑡 = 𝑡2 𝑠2 

0 

0 0 

0 

0 

0 

37 

𝑠1 
𝑡1 

𝑡2 𝑠2 

−1 

0でも1でもない ⟺ 

0 

⟺ ラベル −1 

𝐙3ラベル付きグラフ 
𝐙3 = −1, 0, 1  無向グラフ 

2点素パスの一般化 

2点素パス 



 

2ラベル禁止 𝑠–𝑡 パスの発見 
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𝑠1 𝑡1 

𝑠2 𝑡2 

𝑠 

𝑡 𝛼, 𝛽 ∌ 

一般化 

2点素パスの発見 

動機・アイデア 



2種類のラベル 
(特徴付け) 

𝑙 = 𝛼, 𝛽  
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2点素パスの有無 
(特徴付け) 

  

  

一般化 

動機・アイデア 



主結果 (特徴付け) 

𝑙 = 𝛼, 𝛽  

 

3つのケースのいずれかに帰着可能 

定理 

本質的 

[K.–K.–Y.  2015] 
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2点素パスに対する特徴付け 

点素 𝑠1–𝑡1, 𝑠2–𝑡2 パスがない 

 

ある種の平面グラフに帰着可能 

[Seymour  1980] 

𝑠2 

𝑡2 𝑠1 

𝑡1 

本質的 
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定理 



2点素パスに対する特徴付け 

点素 𝑠1–𝑡1, 𝑠2–𝑡2 パスがない 

 

ある種の平面グラフに帰着可能 

[Seymour  1980] 

𝑠2 

𝑡2 𝑠1 

𝑡1 

本質的 
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定理 



特徴付けの対比 

[Seymour  1980] [K.–K.–Y.  2015] 

2点素パスなし ちょうど2種類のラベル 

平面埋め込み 

本質的 
ケース 
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点素 𝑠1–𝑡1, 𝑠2–𝑡2 パスがない 

 

ある種の平面グラフに帰着可能 

[Seymour  1980] 

定理 



𝑠2 

𝑡2 𝑠1 

𝑡1 

44 

−1 

0 

2点素パスに対する特徴付け 

点素 𝑠1–𝑡1, 𝑠2–𝑡2 パスがない 

 

ある種の平面グラフに帰着可能 

[Seymour  1980] 

定理 



𝑠2 

𝑡2 𝑠1 

𝑡1 

45 

1 

𝑙 = 0, 1  

0 

2点素パスに対する特徴付け 

点素 𝑠1–𝑡1, 𝑠2–𝑡2 パスがない 

 

ある種の平面グラフに帰着可能 

[Seymour  1980] 

定理 



𝑥 

𝑦 

𝑥 

𝑦 
→ NO 

terminal 

2点カットの縮約 

46 

2点素パスに対する特徴付け 

点素 𝑠1–𝑡1, 𝑠2–𝑡2 パスがない 

 

ある種の平面グラフに帰着可能 

[Seymour  1980] 

定理 



𝑧 𝑧 

𝑥 

𝑦 

𝑥 

𝑦 
→ NO 

terminal 
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3点カットの縮約 

2点素パスに対する特徴付け 

点素 𝑠1–𝑡1, 𝑠2–𝑡2 パスがない 

 

ある種の平面グラフに帰着可能 

[Seymour  1980] 

定理 



特徴付けの対比 

[Seymour  1980] [K.–K.–Y.  2015] 

2点素パスなし ちょうど2種類のラベル 

2点カットの縮約 

3点カットの縮約 

平面埋め込み 

→ 

→ 

縮小操作 

本質的 
ケース 
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特徴付けの対比 

[Seymour  1980] [K.–K.–Y.  2015] 

2点素パスなし ちょうど2種類のラベル 

2点カットの縮約 

3点カットの縮約 

平面埋め込み 

→ 

→ 

縮小操作 

本質的 
ケース 
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2-縮約 

3-縮約 

→ 𝛼 
𝛼 

𝛼 
𝛼 

→ 



まとめ 

• 𝑠–𝑡 パスの取りうるラベルがちょうど2種類であるような 

群ラベル付きグラフの特徴付け 

–  多項式時間で判定可能 

–  2点素パスに対する特徴付け [Seymour  1980] の拡張 

•  2ラベル禁止 𝑠–𝑡 パス発見アルゴリズム 

–  多項式時間 

–  群に依存しない 

(無限群・非可換群でもOK 

ただし，群に関する操作は基本演算とする) 
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