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本日のお題

低ランクテンソル推定
→ ベイズ推定量の性質

緩い仮定での最適な収束レート

Õ

(
d(M1 + · · ·+MK )

n

)
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例: 推薦システム

ランク 1と仮定する

映画 A 映画 B 映画 C · · · 映画 X

ユーザ 1 4 8 * · · · 2

ユーザ 2 2 * 2 · · · *

ユーザ 3 2 4 * · · · *

...

(e.g., Srebro et al. (2005a), NetFlix (Bennett & Lanning, 2007))
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例: 推薦システム

A*=

N

M

Movie

User

A∗
ij =

d∑
r=1

UirVjr

→ 低ランク行列補完:

低ランク行列の Rademacher Complexity: Srebro et al. (2005a).

Compressed sensing: Candès and Tao (2009); Candès and Recht
(2009).
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例: 縮小ランク回帰

縮小ランク回帰 (Anderson, 1951; Burket, 1964; Izenman, 1975)

マルチタスク学習 (Argyriou et al., 2008)

普通の回帰

=

A

n

Y X

M

+

W

スパース推定では Aがスパース (多くの成分が 0).
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例: 縮小ランク回帰

縮小ランク回帰 (Anderson, 1951; Burket, 1964; Izenman, 1975)

マルチタスク学習 (Argyriou et al., 2008)

縮小ランク回帰

=

A*

n

Y X

N M

N

W

+

A*

N

M =( )
A∗ は低ランク
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高次元データでの問題意識

協調フィルタリング

コンピュータビジョン

音声認識

ゲノムデータ

金融データ

次元 d = 10000の時，サンプルサイズ n = 1000で推定ができるか？
どのような条件があれば推定が可能か？

何らかの低次元性を利用．

→ 今日は低ランク性を扱う．
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問題設定

低ランク行列推定

低ランク行列推定の基本形

Yi = ⟨Xi ,A
∗⟩+Wi

A∗,Xi ∈ RM×N : 行列, ⟨Xi ,A
∗⟩ := Tr[X⊤

i A∗]
Wi ∼ N (0, σ2): 観測ノイズ

観測量: {(X1,Y1), . . . , (Xn,Yn)}
推定したいもの: A∗

M × N ≫ n: 高次元データ (不良設定問題)
→ A∗ は低ランクであるとして推定する．
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トレースノルム正則化

ランク正則化付きリスク最小化

正則化付き推定法の基本的な考え方:

min
A∈RM×N

1

n

n∑
i=1

(Yi − ⟨Xi ,A⟩)2 + Pen(rank(A)).

しかし，

rank関数は行列 Aに対して凸関数ではない．

ランク制約を満たす行列の集合は凸集合を成さない．

→　凸緩和 (トレースノルム正則化)
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トレースノルム正則化

トレースノルム正則化

min
A∈RM×N

1

n

n∑
i=1

(Yi − ⟨Xi ,A⟩)2 + λ∥A∥tr,

∥A∥tr := Tr(
√
A⊤A) =

d∑
i=1

σi (A).

※トレースノルムは {A | ∥A∥sp ≤ 1}上でランク関数の凸包絡.

これは，特異値への ℓ1 正則化．
→ 特異値がスパース = 低ランク.

(Srebro et al., 2005b; Argriou et al., 2008; Argyriou et al., 2008)

Lasso:

min
β∈RM

1

n

n∑
i=1

(Yi − X⊤
i β)2 + λ∥β∥ℓ1 .
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トレースノルム正則化

トレースノルム正則化の理論

真の行列 A∗ はM × N のランク d 行列.

ノイズあり:

スパース推定の一般論: Negahban et al. (2012).

行列補完, Spikiness条件: Negahban and Wainwright (2012).

行列補完+マルチタスク学習: Rohde and Tsybakov (2011).

対称行列の行列補完: Koltchinskii (2012).

∥Â− A∗∥22 = Op

(
d(M + N) log(MN)

n

)
.

ただし，∥A∥2 :=
√

1
MN ∥A∥F.

基本的に観測デザインへの条件（制限強凸性）が必要．
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テンソルデータ

Movie

U
ser

Movie

U
ser

Context

行列 −→ テンソル (多次元アレイ)
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Applications

推薦システム

関係データ

マルチタスク学習

時空間データ解析 (空間 (2D) × 時間)

動画像処理 (画像 (2D) × 時間)
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Applications

マルチタスク学習

Ta
sk
 ty
pe
 1

Task type 2

feature

推薦システム（テンソル補完）

113
12
2 2
4 2 421
32
41
2 3

234
21
3 2
1 4113

2 4 41
41 3

321
3 2

ユーザー

商品

利用場面
評価

評価の予測
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問題設定: 回帰

回帰の問題設定:

Yi = ⟨Xi ,A∗⟩+Wi .

A∗,Xi ∈ RM1×...MK : テンソル.
⟨Xi ,A∗⟩ :=

∑
j1,...,jK

Xi,(j1,...,jK )A∗
j1,...,jK

.

Wi ∼ N (0, σ2): 観測ノイズ.

仮定: A∗ は “低ランク”.

E.g., Xi = ej1 ⊗ ej2 ⊗ · · · ⊗ ejK でテンソル補完問題.
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テンソルのランク

テンソルのランク: CP-ランク

CP-分解 (Canonical Polyadic Decomp.)
(Hitchcock, 1927; Hitchcock, 1927)

(figure is from Kolda and Bader (2009))

Xijk =
d∑

r=1

airbjrckr =: [[A,B,C ]].

CP-分解はテンソルの CPランクを定義する．
CP-分解は NP-困難.
CP-ランクはテンソルの辺の長さより大きくなる可能性がある.
直交分解が存在するとは限らない (対称テンソルに限っても).
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テンソルのランク

テンソルのランク: Tucker-ランク

Tucker-分解 (Tucker, 1966)
(figure is from Kolda and Bader (2009))

Xijk =
∑r1

l=1

∑r2
m=1

∑r3
n=1 glmnailbjmckn =: [[G ;A,B,C ]].

G はコアテンソルとよばれている.

Tucker-ランク = (r1, r2, r3)

r1, r2, r3 はテンソルの辺の長さより大きくはならない.
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凸正則化推定法

凸最適化によるテンソル推定方法

凸最適化によるアプローチ:

min
A∈RM1×M2×···×MK

1

n

n∑
i=1

(Yi − ⟨Xi ,A⟩)2 + pen(A).

和型 Schatten-1ノルム (Tomioka et al., 2011)

畳み込み型 Schatten-1ノルム (Tomioka & Suzuki, 2013)

Square deal (Mu et al., 2014)
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凸正則化推定法

和型 Schatten-1ノルム

|||A|||S1/1
:=

K∑
k=1

∥A(k)∥Tr

和型 Schatten-1ノルム正則化

Â = argmin
A

|||Y − A|||2F + λn|||A|||S1/1
.

Tucker-ランクが小さなテンソルを推定.

−→

A A(1) A(2) A(3)
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凸正則化推定法

畳み込み型 Schatten-1ノルム

|||A|||S1/1
:= inf

A=A1+A2+···+AK

K∑
k=1

∥A(k)
k ∥Tr

畳み込み型 Schatten1ノルム正則化

Â = argmin
A

|||Y − A|||2F + λn|||A|||S1/1
,

s.t. A =
K∑

k=1

Ak , ∥A(k′)
k ∥S∞ ≤ α

K

√
N/nk′ (∀k ′ ̸= k).

ランクの小さな方向を見つける．

A = A1 + A2 + A3

↓ ↓ ↓

A
(1)
1 A

(2)
2 A

(3)
3
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凸正則化推定法

収束レート解析

A∗ のモード k 展開のランクが rk であるとする: rk = rank(A∗(k)).
N = M1 × · · · ×MK .

収束レート
和型 (Tomioka et al., 2011)

1
N |||Â − A∗|||2F ≤ C

n

(
1
K

∑K
k=1(

√
Mk +

√
N/Mk )

)2 (
1
K

∑K
k=1

√
rk
)2

畳み込み型 (Tomioka & Suzuki, 2013)

1
N |||Â − A∗|||2F ≤ C

n

(
maxk (

√
Mk +

√
N/Mk )

)2
mink rk

Square deal (Mu et al., 2014):

1
M ∥Â − A∗∥2

2 ≤ C
min{

∏
k∈I1

rk ,
∏

k∈I2
rk}

n

(∏
k∈I1

Mk +
∏

k∈I2
Mk

)
,

where I1 and I2 are any disjoint decomposition of index set {1, . . . ,K}.

これらは最適ではない.

ある種の強凸性の仮定が必要．
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ベイズ推定法

ベイズ推定

ベイズ法で低ランクテンソル推定を行った時の統計的性質を調べる．

一般の回帰の設定で解析.

より少ない条件で最適レートを達成.
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ベイズ推定法

事前分布

ランク d ′ と U(k) に事前分布 (データを見る前の確からしさ) を置く.

CP-ランクが d ′ のテンソル上の事前分布:
ランク d ′ なるテンソル Aの分解
A = [[U(1), . . . ,U(K)]] (U(k) ∈ Rd′×Mk ) と分解されるとして,事前
分布を次のように入れる：

π(U(1), . . . ,U(K)|d ′) ∝ exp

{
− d ′

2σ2
p

K∑
k=1

Tr[U(k)⊤U(k)]

}
.

ランクの事前分布:

π(d ′) ∝ ξd
′

(
∑
d′

π(d ′) = 1),

ただし 1 > ξ > 0はある定数.
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ベイズ推定法

事後分布

データ Dn = {(Xi ,Yi )}ni=1 を観測した後の確からしさ．

π(A, d ′|Dn)︸ ︷︷ ︸
事後分布

∝ exp

[
− 1

2σ2

n∑
i=1

(Yi − ⟨Xi ,A⟩)2
]
× π(A|d ′)π(d ′)

尤度（データへの当てはまり） × 事前分布

ベイズ推定量は Gibbsサンプリングで計算可能:

条件付き事後分布 π(U(k)|{U(k′)}k′ ̸=k , d
′,Dn)は正規分布.

条件付き事後分布からのサンプリングを k = 1, . . . ,K とサイクリックに繰
り返す．

ランク d ′ の事後確率は周辺尤度を Gibbsサンプリングを通して計算．
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ベイズ推定法

関連研究

確率テンソルの推定 (多項分布): Zhou et al. (2013)

離散カテゴリ，判別分析 (条件付き多項分布): Yang and Dunson
(2013)

テンソル積空間上でのノンパラメトリック確率密度関数推定: Shen
and Ghosal (2014)

低ランク行列のベイズ推定の収束レート (回帰): Alquier (2013)

テンソルのベイズモデルおよび計算方法: Xiong et al. (2010); Xu
et al. (2013); Rai et al. (2014)
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ベイズ推定法

用語の準備

A∗ の max-norm:

∥A∗∥max,2 := min
{U(k)}

{max
i,k

∥U(k)
:,i ∥ | A∗ = [[U(1), . . . ,U(K)]], U(k) ∈ Rd×Mk}.

固定デザイン・ランダムデザインのリスク:

固定デザイン:

∥A −A∗∥2n :=
1

n

n∑
i=1

⟨Xi ,A−A∗⟩2.

ランダムデザイン:

∥A −A∗∥2L2
:= EX∼PX

[⟨X ,A−A∗⟩2].
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ベイズ推定法

固定デザインとランダムデザインの違い

固定デザイン: ∥A −A∗∥2n :=
(
1
n

∑n
i=1⟨Xi ,A−A∗⟩2

) 1
2 .

4 8 *
2 * 2
2 4 *︸ ︷︷ ︸
true value

+ W︸︷︷︸
noise

=
5.5 9 *
1 * 3
4 6 *

→
4 8 *
2 * 2
2 4 *

ランダムデザイン: ∥A −A∗∥2L2
:= EX∼PX

[⟨X ,A−A∗⟩2] 12 .

4 8 *
2 * 2
2 4 *︸ ︷︷ ︸
true value

+ W︸︷︷︸
noise

=
5.5 9 *
1 * 3
4 6 *

→
4 8 4
2 4 2
2 4 2
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ベイズ推定法

ベイズ事後分布の収束 (posterior 1)

A∗ : CP-ランク d .
∥A∗∥max,2 := min{U(k)}{maxi,k ∥U(k)

:,i ∥ | A∗ = [[U(1), . . . ,U(K)]], U(k) ∈
Rd×Mk}. (c.f., max-norm (Srebro & Shraibman, 2005))
L = ∥A∗∥max,2 とする.

Theorem

ある n, {Mk}k とは関係ない定数 C が存在して，

EY1:n|X1:n

[
1

2σ2

∫
∥A −A∗∥2ndΠ(A|X1:n,Y1:n)

]
≤C

d(
∑K

k=1 Mk)

n
( L
σp

∨ 1)2 log

(
σK
p

ξ K
√
n(
∑K

k=1 Mk(
L
σp

∨ 1)2)K
)
.

このレートはデザイン行列に 強凸性を何も仮定せずに得られる．

ランク d は事前に知っている必要はない．自動的に調節．
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EY1:n|X1:n

[
1

2σ2

∥∥∥∥∫ AdΠ(A|X1:n,Y1:n)−A∗
∥∥∥∥2
n

]

≤C
d(

∑K
k=1 Mk)

n
( L
σp

∨ 1)2 log

(
σK
p

ξ K
√
n(
∑K

k=1 Mk(
L
σp

∨ 1)2)K
)
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ベイズ推定法

ベイズ事後分布の収束 (posterior 2)

∥A∗∥max,2 ≤ Rσp を仮定.
(真のテンソルは事前分布の台に含まれている)

Theorem

ある n, {Mk}k とは関係ない定数 C が存在して，

EY1:n,X1:n

[
1

2σ2

∫
∥A −A∗∥2ndΠ(A|∥A∥max,2 ≤ R,X1:n,Y1:n)

]
≤C

d(
∑K

k=1 Mk)

n

(
1 ∨ R2

)
log

(
K

σK
p

ξ

√
nRK

)
.

log内の値が改善されている.
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ベイズ推定法

ランダムデザインにおけるベイズ事後分布の収束

∥A∗∥max,2 ≤ Rσp を仮定.
(真のテンソルは事前分布の台に含まれている)

Theorem

ある n, {Mk}k とは関係ない定数 C が存在して，

EY1:n,X1:n

[
1

2σ2

∫
∥A −A∗∥2L2

dΠ(A|∥A∥max,2 ≤ R,X1:n,Y1:n)

]
≤C

d(
∑K

k=1 Mk)

n

(
1 ∨ R2(K+1)

)
log

(
K

σK
p

ξ

√
nRK

)
.

ランダムデザインでもほぼ同じ収束レートを達成.
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ベイズ推定法

ミニマックス最適性

ランク d，max-ノルム R 以下の集合:

Hd(R) :=
{
A ∈ RM1×···×MK | CP-ランク d , ∥A∥max,2 ≤ R

}
.

Xi = ei1 ⊗ ei2 ⊗ · · · ⊗ eiK で，(i1, . . . , iK )は一様分布．

Theorem

Hd(R)上のテンソル推定量のミニマックス最適リスクは以下で抑えら
れる:

min
Â

max
A∗∈Hd (R)

E[∥Â − A∗∥2L2
] ≳ min

{
σ2 d(M1 + · · ·+MK )

n
,R2K

}
.

※ 先の収束レートは log項を除いてミニマックス最適レートを達成．
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数値実験

凸正則化手法との比較
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Figure: ベイズ推定法と凸正則化法 (和型 Schatten-1 ノルム) との比較.
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数値実験

誤差のスケール
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Figure: 固定デザイン: The scaled predictive accuracy (left) and the actual
predictive accuracy (right) against the number of samples.

scaled accuracy =
actual accuracy

d(
∑K

k=1 Mk)
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数値実験

誤差のスケール
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Figure: ランダムデザイン: The scaled predictive accuracy (left) and the actual
predictive accuracy (right) against the number of samples.

scaled accuracy =
actual accuracy

d(
∑K

k=1 Mk)
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数値実験

まとめ

低ランクテンソル推定における事後分布の収束レートを導出.

推定誤差のミニマックス最適レートを導出.

導出した上界は (ほぼ) ミニマックス最適であることを証明.

Posterior contraction rate

∥Â − A∗∥2n ≤ C
d(M1 + · · ·+MK )

n
log(K

√
nRK ).

Minimax rate

min
Â

max
A∗∈Hd (R)

E[∥Â − A∗∥2L2
] ≳ min

{
σ2 d(M1 + · · ·+MK )

n
,R2K

}
.
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